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定积分  

定积分计算  

分部积分法:

Example1:

求 的递推公式并求出该积分的具体值

故
为偶数

为奇数

注:容易得到

为奇数

为偶数

为奇数

为偶数

Example2:

求 的递推公式
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Example3:

设 在 有连续的二阶导数

证明

证明

其中

代入即可得到

变量变换:

Example1:

计算

令

Example2:



计算

其中

Three important transformations of variable

Suppose ,we have

1. 

e.g.

2. 

Further, we get

3.Suppose  is also a periodic function and T is a cycle , we have

In addition ,                 

e.g.                       Calculate      

 

    

so,        

Example:



计算

 

Example:

设 是连续的周期函数 周期为

证明

 

对于任意 存在 使得 设

Example:

计算

 

周期为 应用上题结论

Example:

设 证明

 



积分中值定理

Example:

设 证明

 

只要证明 即可

设

4.设      证明:在 上连续

根据辅助角公式

Example:

设 证明



法一 只要证 即可 有

令

且

因此

故存在 当 时

所以当 时 因此 即

法二

故

Example:

设 在 上非负连续 证明

因为

时 即当 时

Thinking:



设 证明

Example:

设 且 证明

存在 使得

由于 则

若 在 上只有一个零点 则 在 上不变号 在 上不变号 且在两个区间内反号

不妨设

矛盾

Wallis

Stirling

积分第二中值定理

设 在 可积分 在 单调递减

则存在 使

下面看一道简单却拥有十分漂亮结构的小题

简单计算可以得到该极限为 下面我们来考察这样一个问题

我们轻松的计算出 的情况 可以发现极限都为 那么是否对任意 极限都是 呢 答案

下面给出一般形式的证明 设 在 有连续的导数

则有



Application:

定积分的计算到此为此,定积分计算中有十分多的技巧,尽管学数学不追求奇技淫巧,但是最
基本的技巧和方法还是需要掌握的,读者亦在今后的学习中可以慢慢积累.

积分不等式及其应用  

1.Suppose  and is a concave function. then we have

 (Hadamard inequality) 

 

      so,      
( property of the concave )

Integrate both sides of the equation, we get

第一个不等式亦可以用定积分定义证明,请读者自证(hint:将区间2n等分再利用下凸的不等
式)

 If we change the condition of constraint put   (this situation is stronger) and 
we can use another common way to prove this inequality.

        

 put     (  ) 
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According to the Lagrange mean theorem 

so  .The sencond inequality is established.

On the other hand, 

put ,we get

Integrate both sides of the equation we can get the first inequality.

2.设  , 证明 

 

因为

积分绝对值不等式

不等式右端等于

3.设 ,且 ,求证:

  

根据 Cauthy 不等式



把上下两式相加即为所求不等式。

4.设 在 上单调增加，证明：

将  n等分，   根据 Chebyshev 不等式可得

不等式左右两端求积分和得到：

注：设 在 上单调增加可以得出下面的结论

应用:

设 ,证明:单调减少

5.设    证明上题结论。

令

我们有 ,且



故 ，因此 ,即

6.设 ,证明:

易知  则根据 Cauthy Inequality 我们有

不等式两端同时积分即得到

7.证明:

下面先证明一个引理,原题用引理即可证明

引理:

                                                       设 连续且单调减少 那么

原式

请读者自行思考原因

注:可以由引理推出

8.设 ,证明:单调减少



一方面

根据上一题的引理

另一方面

累加得

学习完积分第二中值定理后下面给出另一种证法:

原式可以化为

这一步请读者停下来思考一下

式单调减少大于 的 故由积分第二中值定理

由于 故

9. 设   证明:

求题设不等式就相当于求



我们使用定积分的定义来证明,求Riemann和

不妨设 即将 升序排序.

因为         根据Cheybyshev Inequality有均为反序数列

最后将不等式两端取 即得到:

若读者能将上述积分不等式题目掌握,那么就算初步掌握了积分不等式这块内容,积分不等
式的题目千奇百怪,有兴趣的同学可以自行寻找题目,但现阶段不要"沉迷"在这块内容上,继
续学习新的知识才是重中之重. 

定积分应用  

一.平面图形面积

普通方程

变号

参数方程

导数都连续

极坐标

二.空间立体体积

截面积

旋转体体积 绕 轴 绕 轴

三.平面曲线长度
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四.旋转曲面的侧面积

广义积分  

广义积分是数学分析中难度最大的一块内容，应用性广，拓展性广，但在课本中涉及的内

容难度不大，建议有兴趣的读者可以在课外自行了解

这里提前给出一个重要积分(有时被称为Euler积分):

这是一个很重要的结论,在分析中有很广泛的应用,是余元公式的一种具体表达

余元公式:

下面给出证明,要求读者已经学习并掌握 Fourier 级数变换

 

同样 我们可以得到

由 展开式 不为整数

代入 两端乘以 得到 即

事实上 这个公式的证明有很多方法例如 留数法 围道圆或者围道矩形 我们等之后再讨论

 

下面看看这个重要积分的几个应用:
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计算

 

 

证明

 

我们知道

变量替换 令 原积分化为

 

计算

 

令 可以计算出原积分

也就是说

 

接下来再给出一个重要的积分:

（ 积分）

这个积分在概率论上和物理方面也有重要的应用,下面给出一种证明方法,使用了 Wallis 公式

 



首先有
变量替换

有 因此有

有 因此有

综上

由 公式有

由夹逼定理可得

 

Example:

最后再给出几个有意思的广义积分：

（ 积分）

（ 积分）

（ 积分）

这里给出用Riemann-Lebesgue lemma证明第一个广义积分的方法，知乎上有很多关于这些
积分的证明以及应用，感兴趣的读者可以自行查阅，例如高端著名/常用积分、积分公式汇
总 - 知乎 (zhihu.com)

 

https://zhuanlan.zhihu.com/p/148450731


首先由 判别法知 收敛

其中 所以 是普通积分

由 引理知上式右边的第一个积分在 时趋向于 所以有：

又因为：

等式两端在 上取积分可以得到：

故

 

证明方法来自[https://blog.csdn.net/san_fu_su/article/details/115191666]

事实上,上述内容都是课本外的拓展,下面开始进入课本内容.

Example1:

求 以及 积分

 

使用变量替换容易得到

注

 

Example2:

讨论 的敛散性

 

https://blog.csdn.net/san_fu_su/article/details/115191666


时 绝对收敛

时 有界 单调递减趋于 由 判别法 该广义积分收敛

又有 因为 发散 收敛 故原广义积分条件收敛

时 由 准则 该广义积分发散

 

Example3:

证明 发散

 

由上题可知 该级数发散

 

Example4:

讨论 的敛散性

 

由 可知该广义积分条件收敛

易得该广义积分条件收敛

由 可知该广义积分条件

 

Example5:

设 收敛 单调减少 证明

该题是陈纪修课后习题

 



设 下面证明

不妨假设 则 由 发散可得出 发散 那么 发散 矛

同理可得 故 单调减少

由 准则

故由夹逼定理得到

 

Example6:

证明 收敛 该题是陈纪修课后习题

 

后两项显然绝对收敛

综上该广义积分收敛

 

Example7:

证明 收敛

 

只需证明 有界即可

 

Example8：

计算：

 



为 常数

 

Example9:

计算：

 

注意到

令 ，定义 ，则 在 上连续，设

（注： ）

 

Froullani Integral

设 则

 

设

积分中值定理，

令

 

广义积分到此结束，但广义积分远远不止这些，读者也不必着急，在后续的学习中可以慢

慢增加广度和深度。
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数项级数  

正项级数  

Example:

讨论 的敛散性

 

根据 公式

根据比较判别法 原级数收敛

 

Example:

证明 收敛

 

极限形式

 

Corollary1:

设

若 收敛

若 发散

 

使用 判别法即得出结论

 

Example:
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设 证明 收敛

 

容易得到 故

为正项级数 其部分和 故收敛

 

比较判别法Example1:

证明 发散

 

故

由于 发散 故 发散

 

Thinking:

在上题的条件下 讨论 的敛散性

积分判别法 Example2:

讨论 的敛散性

 

时 可以用函数图像的面积来理解

故 有界

根据 正项级数有界即收敛 可以得出 时原级数收敛

时 该级数对应的反常积分发散 故原级数发散

 



定理:

设 单调减少 则 和 有相同的敛散性

 

设

并项放缩

故 根据比较判别法 若 收敛 则 收敛

根据比较判别法 若 发散则 发散即 发散

 

推论:

设 单调减少 则

时 收敛

时 发散

进阶版的 判别法

 

设

设 则

根据 判别法即可以获得 的敛散性 由根据上题的定理即得出最终结论

 

注:事实上这个推论很有用处,例如Example2就可以用该推论直接得出结果, 也可

以用推论来证明其收敛性,证明留给读者.

Example3:

讨论 的敛散性

 



公式

由于 故 与 级数 有相同的敛散性

 

Example4:

设 且

若 收敛

则 收敛 不一定是正项级数

 

根据已知可推出 收敛

故 收敛 故收敛

 

Example5:

设 证明 收敛

 

设

有界 故原正项级数收敛

 

Thinking:

证明 在 时收敛

Example6:

设 发散且 证明 发散



 

根据 准则 该无穷级数发散

 

Thinking:

证明 在 时发散

Example7:

设 是单调递增正数列 证明 收敛的充分必要条件是 有界

 

先证明充分性

再证明必要性 用反证法 若 无界 那么

那么 同上题可证明原级数发散 矛盾

 

Example8:

证明 发散 陈纪修书本例题的另一种做法

因为 发散 故原广义积分发散



正项级数到此为止,正项级数作为数列级数中最基本的一节读者必须要吃透掌握

任意项级数  

首先,给出一个令人兴奋的结论:

事实上,证明这个结论需要一个引理:

我们会在本节最后证明这两个结论

Example1:

证明 收敛

 

令

有界 下面证明 单调递减

故根据 判别法 原级数收敛

 

Thinking:

证明 该无穷级数发散

进一步地 讨论 的敛散性
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令

当 时 都收敛 知 绝对收敛 见下文

当 时 收敛 发散 知 发散 同理 时 也发散

当 时 为交错级数 且 单调下降趋于 故级数收敛 进一步地我们可以很快推出是

当 时 将原级数写成

收敛 当 时 由

由比较判别法可得 发散 同理 当 时 发散 所以此时

当 中有一个不大于 时 由于 故级数发散

综上所述有 时原级数绝对收敛 时原级数条件收敛 其他情形下 级数发

 

Example2:

证明 发散

 

我们使用 公式 来证明

我们知道第一项 第三项 第四项的无穷级数都是收敛的 而第二项的无穷级数是发散的 那么原无穷级数发散

 

Example3:

证明

条件收敛 绝对收敛 则 条件收敛

 



条件收敛

绝对收敛

取 再根据 准则即证明 收敛

又有 条件收敛

后续请读者补充

 

下面给出三个定理:

Theorem1:

设正项级数 收敛 是其变序级数 则 收敛且和不变

Theorem2:

设 绝对收敛 是变序级数 则 也绝对收敛且和不变

Theorem3:

设 条件收敛 则 都发散至 参考陈纪修

Example3:

讨论 的敛散性

 

注意到

因为 故 第二个不等式

当 时 根据 判别法 级数收敛

当 时 故原级数发散

当 时 由于 发散 故 发散 原级数条件收敛

当 时原级数绝对收敛

该题还可以用 判别法请读者自行思考



 Riemann Theorem( ):

设 条件收敛 是任意实数 包括 必定存在着通过变更次序得到 使得

(证明省略,参考陈纪修p34,虽然大概率看不懂,这个引理不作要求)

下面的推论是有用的

Corollary1:

设 在 单调 收敛 则

 

不妨设 单调增 对 有

由于 收敛 故 有夹逼定理知

 

应用上题推论求极限:

 

令 原极限

运用上述推论 令 原极限

  

好吧,用Riemann引理证明 的方法我没有记,也没能

找到,所以欢迎大家来补充,下面给出一种幂级数和欧拉公式证明的方法:



现在我们求 其实就是求 的虚部

我们知道函数 的幂级数为 用 来代替

注意到级数的收敛域是以原点为圆心半径为 的圆盘去掉 这个点，所以 不能取 的整数倍

注意转化到这一步 只有 才成立

取虚部 我们得到了等式

对于其他点，如果 是 的整数倍，显然可以看出值为 ，如果不是，那么对上面的结果进行以 为周期的周

又顺手得到了一个等式

最后 看到形如 对 的求和 去尝试用一下 公式说不定会带来惊喜

最后的最后 如果你学了 级数 你会惊奇发现其中的联系 这个级数事实上就是所对应的线性函数的

该证明方法来自知乎:(16 封私信 / 74 条消息) 请问 ∑(sinx/x) 的敛散性如何？ - 知乎 
(zhihu.com)

任意项级数到此结束,之后一节是无穷乘积,王lt教授将陈纪修教材中的无穷乘积作为了选
学部分,里面也有很多十分有意思的结论,有兴趣的读者可以自行阅读书籍和参考资料.

函数项级数  

一致收敛  Def. 

Example:

证明 一致收敛于

函数项级数判别法

Example:

https://www.zhihu.com/question/314199632
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证明 在 一致收敛

单调递减一致收敛于

根据 判别法该级数在 一致收敛

Theorem:

在 上一致连续 且一致收敛于 则 在 上一致连续

又因为一致收敛有

当 时

关于一致连续中极限符号与积分符号和微分交换顺序这里不作赘述,但是重要的性质,读者
一定要吃透理解(其实是上课摸鱼笔记没怎么记)

幂级数和 Taylor 展开

Example1:

将函数 展开成 级数

则

对任意 由 到 积分

Example2:

求幂级数 的和函数



容易求得此级数的收敛域为

法一 由于 对该式逐项求导得

将 代入上式得

法二 当 时

将两个式子分别用上述公式代入即可得到答案

Example3:

由 收敛域为

求 的级数展开式

收敛域为

由 第二定理 和函数在 连续 所以有

所以

Example4:

求级数 的和

原级数 考虑幂级数 收敛区域为 设和函数为

由 第二定理 和函数 在 上连续 所以原级数

所以 具体计算有点繁



Example5:

证明

注

Example6:

设 证明 是正整数 不等式

所以

由 不等式

且 时 所以有

Example7:

证明



注意到
为奇数

为偶数

一方面有

另一方面 等式右端是一致收敛的 则可逐项积分

所以

Example8:

求 在 处的 展开式

Example9:

将 展开成 的幂级数

设 得 当

Example10:

设 求 参见陈纪修例题

的幂级数展开式为 又

所以 这里运用了幂级数展开的唯一性



Example11:

求

展开式

时

时

时

Conclusion:

在 点的泰勒公式为

由于 所以收敛半径

注

当 时 收敛 故

所以 故一定存在 展开式



接下来讨 的幂级数在端点的收敛情况

时

所以在 发散

时 若

所以 发散

若 是交错级数

故单调减少

所以

根据 判别法可知级数收敛

时 对于

根据 判别法 收敛

综上所述

Cases:

时

故

由上式可推出：

其中 在 时收敛 根据 判别法 收敛 （参考陈纪修下

因此我们可以获得一个关于 的等式



函数项级数到此为止，这依旧是十分重要的一章，可以说数分Ⅱ上的所有内容都是重中之
重。接下来王lt老师花了3节课简单讲授了一下 Fourier 级数，但是由于 Fourier 级数相
对而言比较困难，故数学分析Ⅱ的笔记就到此结束。（貌似还有多元函数，相信聪明的读
者在这章内不会遇到很多困难，在之后的隐函数定理需要掌握）
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